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Полиномиальные приближения
в среднем на отрезках

Результаты о полиномиальном приближении в среднем на отрезках
стали появляться в 1970-х годах [1], [2]. В работе [3] была установлена воз-
можность приближения с среднем одной последовательностью полино-
мов на нескольких дизъюнктных отрезках сразу. Приведем этот резуль-
тат. Пусть sk = [ak, bk] — попарно дизъюнктные отрезки, 1 ≤ k ≤ m, m ≥
≥ 1, числа pk, 1 < pk < ∞ произвольны, ρ 1

n
,k(z) =

1
n
( 1
n
+
√
|z − ak||z − bk|),

z ∈ sk. Пусть Θk = arg(bk − ak). Для функции fk : sk → C для z ∈ sk
положим f ′

k(z) = limδ→0
fk(z+δeiΘk )−fk(z)

δke
iΘk

. Справедливо следующее утвер-
ждение [3].

Теорема А. Пусть fk ∈ C(sk), 1 ≤ k ≤ m и f ′
k ∈ Lpk(sk). Тогда для

любого n = 1, 2, . . . существуют полиномы Pn(z), degPn ≤ n и существует
постоянная c0, не зависящая от n, такие, что выполняется соотношение

m∑
k=1

∫
sk

∣∣∣∣∣fk(z)− Pn(z)

ρ 1
n
,k(z)

∣∣∣∣∣
pk

|dz| ≤ c0. (1)

Оказывается, что соотношение (1) может быть усилено. Определим
веса λnk(z) следующим образом:

λnk(z) = 1 +
1

n
√
|z − ak||z − bk|

, z ∈ sk.

Справедливо следующее утверждение.
Теорема 1. Предположим, что отрезок sk и функции fk удовлетво-

ряют условиям теоремы A. Тогда для любого n = 1, 2, . . . существуют
полиномы Pn(z), degPn ≤ n, и существует постоянная c1, не зависящая
от n, такие, что выполняется оценка

m∑
k=1

∫
sk

∣∣∣∣∣fk(z)− Pn(z)

ρ 1
n
,k(z)

∣∣∣∣∣
pk

λnk(z) |dz| ≤ c1.
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Отдельно выделим случай m = 1 с s1 = [−1, 1].
Теорема 2. Пусть f ∈ C([−1, 1]), 1 < p < ∞, f ′ ∈ Lp([−1, 1]). Тогда

для любого n = 1, 2, . . . существуют полиномы Pn, degPn ≤ n и постоян-
ная Cp такие, что справедливо соотношение

1∫
−1

∣∣∣∣∣ f(x)− Pn(x)
1
n
( 1
n
+
√
1− x2)

∣∣∣∣∣
p (

1 +
1

n
√
1− x2

)
dx ≤ Cp∥f ′∥pp.

Излагаемый материал опубликован в журнале “Алгебра и анализ”, том
36, № 5, стр. 163–172, 2024 год.
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